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Chapter 1

Tema 1: Álgebra matricial y
diagonalización

1.1. Matrices y determinantes: propiedades y operaciones ele-
mentales.

El estudio del álgebra lineal en niveles de posgrado requiere una transición desde la mera manipulación
algorítmica hacia una comprensión profunda de las estructuras algebraicas y las transformaciones lineales.
En esta sección, abordamos las matrices no solo como arreglos rectangulares de números, sino como
representaciones de homomorfismos entre espacios vectoriales de dimensión finita. Esta perspectiva es
fundamental para entender por qué las operaciones matriciales se definen de la manera en que lo hacen
y cómo estas propiedades sustentan la computación científica y la ingeniería avanzada.

1.1.1. Ontología de la Matriz y Estructura de Anillo
Sea K un cuerpo (típicamente R o C). Una matriz A P Mmˆn(K) es una función A : t1, . . . ,mu ˆ

t1, . . . , nu Ñ K. El conjunto de todas las matrices de orden m ˆ n sobre K forma un espacio vectorial
de dimensión mn. Sin embargo, cuando m = n, el conjunto Mn(K) adquiere una estructura más rica: la
de un álgebra asociativa sobre un cuerpo, o más generalmente, un anillo no conmutativo con unidad.

La adición de matrices A + B y la multiplicación por un escalar αA siguen las reglas estándar de los
espacios vectoriales, pero es la multiplicación de matrices lo que define la esencia del álgebra matricial.
Si A P Mmˆp(K) y B P Mpˆn(K), el producto C = AB se define mediante la composición de aplicaciones
lineales. La entrada cij está dada por:

cij =
p

ÿ

k=1

aikbkj

Esta operación es asociativa y distributiva respecto a la suma, pero, de manera crucial para el análisis
avanzado, no es conmutativa (AB ‰ BA en general). Esta falta de conmutatividad da lugar a la teoría
de conmutadores [A,B] = AB ´ BA, piedra angular en la mecánica cuántica y en el estudio de las
álgebras de Lie.

1.1.2. Propiedades Algebraicas Superiores
Dentro del estudio de las matrices, existen operadores funcionales que asignan valores escalares a matrices
cuadradas, proporcionando información crítica sobre su estructura subyacente.

La Traza de una Matriz

La traza, denotada como Tr(A), se define como la suma de los elementos de la diagonal principal:

13
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Tr(A) =
n

ÿ

i=1

aii

A pesar de su sencillez, la traza es un funcional lineal que goza de la propiedad de invariancia cíclica:
Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB). Esta propiedad es vital en la física teórica y en la estadística
multivariante, especialmente al tratar con formas cuadráticas y la esperanza matemática de matrices
aleatorias. Es importante notar que, aunque la traza sea invariante ante permutaciones cíclicas, no lo es
ante permutaciones arbitrarias; por ejemplo, Tr(ABC) no necesariamente es igual a Tr(BAC).

Productos Especiales: Kronecker y Hadamard

Para investigadores en procesamiento de señales y teoría de sistemas, el producto estándar de matrices a
veces es insuficiente. Introducimos dos productos adicionales que expanden las capacidades del álgebra
matricial:

• Producto de Kronecker (AbB): Si A es de mˆ n y B de pˆ q, el producto de Kronecker es
una matriz de mpˆnq que resulta de multiplicar cada elemento aij por la matriz B completa. Este
producto es fundamental en la resolución de ecuaciones matriciales de tipo Sylvester (AX +XB =
C).

• Producto de Hadamard (A ˝ B): También conocido como producto entrada a entrada, donde
(A˝B)ij = aijbij . Se utiliza extensivamente en algoritmos de aprendizaje profundo (Deep Learning)
para la aplicación de funciones de activación y máscaras de pesos.

1.1.3. La Función Determinante: Una Perspectiva Multilineal
El determinante es mucho más que un número asociado a una matriz; es la única forma n-lineal alternada
sobre V n que toma el valor 1 en la base canónica. Desde el punto de vista del análisis tensorial,
el determinante representa el factor de escala volumétrico de la transformación lineal definida por la
matriz.

Definición mediante Permutaciones

La fórmula de Leibniz define el determinante de una matriz A P Mn(K) como:

det(A) =
ÿ

σPSn

sgn(σ)
n

ź

i=1

ai,σ(i)

donde Sn es el grupo simétrico de todas las permutaciones de t1, . . . , nu y sgn(σ) es el signo o paridad
de la permutación. Aunque esta definición es computacionalmente ineficiente para n grande (con una
complejidad de O(n!)), es teóricamente robusta para demostrar propiedades fundamentales.

Propiedades Críticas del Determinante

El uso profesional de determinantes se basa en el dominio de sus propiedades algebraicas:

1. Multiplicatividad: det(AB) = det(A)det(B). Esta propiedad implica que el determinante es
un homomorfismo de grupos desde el grupo lineal general GL(n,K) hacia el grupo multiplicativo
Kzt0u.

2. Invariancia por Transposición: det(A) = det(AT ). Esto garantiza que cualquier propiedad
enunciada para filas tiene su equivalente para columnas.

3. Escalamiento: det(kA) = kndet(A), donde n es el orden de la matriz. Un error común en niveles
iniciales es omitir el exponente n.

4. Determinante de Matrices en Bloques: Si una matriz es triangular por bloques, su determi-
nante es el producto de los determinantes de los bloques diagonales:

det

(
A B
0 D

)
= det(A)det(D)
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1.1.4. Operaciones Elementales y Matrices Equivalentes
Las operaciones elementales son las herramientas fundamentales para la reducción de matrices y la
resolución de sistemas. Se clasifican en tres tipos:

1. Intercambio de dos filas o columnas.

2. Multiplicación de una fila o columna por un escalar no nulo.

3. Adición a una fila (o columna) de otra multiplicada por un escalar.

Cada una de estas operaciones puede representarse mediante la multiplicación por una matriz elemental
E. Por ejemplo, si realizamos una operación de fila, la matriz resultante es A1 = EA. Es crucial entender
que estas operaciones preservan el rango de la matriz y, en el caso del tipo 3, preservan el determinante.
El tipo 1 cambia el signo del determinante, y el tipo 2 lo escala.

La importancia de la Pivotación

En el contexto del cálculo numérico, las operaciones elementales deben manejarse con cuidado para evitar
la inestabilidad. La elección del “pivote” (el elemento aii utilizado para eliminar los elementos debajo de
él) no solo debe ser un valor no nulo, sino que debe ser el valor máximo posible en términos absolutos
para minimizar los errores de redondeo por coma flotante, una técnica conocida como pivotación parcial.

1.1.5. El Complemento de Schur y Matrices Particionadas
Para el profesional que trabaja en control robusto o modelización financiera, las matrices suelen presen-
tarse en formas particionadas. Supongamos una matriz M particionada como:

M =

(
A B
C D

)
Si D es invertible, el complemento de Schur de D enM se define como S = A´BD´1C. Esta estructura
es vital porque el determinante de M puede expresarse como:

det(M) = det(D)det(A´BD´1C)

Esta identidad es una herramienta poderosa para calcular determinantes de matrices de gran escala y
para analizar la estabilidad de sistemas dinámicos mediante el criterio de Sylvester.

Ejemplo 1.1. Consideremos un problema de ingeniería donde se requiere analizar la sensibilidad de un
sistema de interconexión eléctrica representado por una matriz de admitancia de 4ˆ4. Supongamos que
la matriz M tiene una estructura de bloques donde queremos aislar el impacto de un subsistema (bloque
A) frente al resto de la red (bloque D). La matriz es:

M =


2 1 | 1 0
1 2 | 0 1
´ ´ + ´ ´

1 0 | 4 2
0 1 | 2 4


Aquí, definimos los bloques:

A =

(
2 1
1 2

)
, B =

(
1 0
0 1

)
= I2, C =

(
1 0
0 1

)
= I2, D =

(
4 2
2 4

)
.

Paso 1: Calcular D´1.

El determinante de D es det(D) = (4)(4) ´ (2)(2) = 16 ´ 4 = 12.

La matriz adjunta de D es adj(D) =

(
4 ´2

´2 4

)
.
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Por lo tanto, D´1 = 1
12

(
4 ´2

´2 4

)
=

(
1/3 ´1/6

´1/6 1/3

)
.

Paso 2: Calcular el complemento de Schur S = A´BD´1C.

Como B = C = I2, tenemos S = A´D´1:

S =

(
2 1
1 2

)
´

(
1/3 ´1/6

´1/6 1/3

)
=

(
5/3 7/6
7/6 5/3

)

Paso 3: Calcular el determinante de M usando la propiedad de bloques.

det(M) = det(D) ¨ det(S).

det(S) = (5/3)(5/3) ´ (7/6)(7/6) = 25/9 ´ 49/36 = 100/36 ´ 49/36 = 51/36 = 17/12.

Finalmente, det(M) = 12 ¨ (17/12) = 17.

Este procedimiento evita el desarrollo de Laplace de cuarto orden, reduciéndolo a operaciones de segundo
orden sobre bloques, lo cual es la base de los algoritmos de inversión de matrices dispersas (sparse
matrices) en computación de alto rendimiento.

1.1.6. Cuadros Comparativos y Resumen de Operaciones
Para consolidar los conceptos, presentamos una comparativa de las operaciones matriciales bajo diferentes
prismas de aplicación:

• Operación de Fila Tipo I (Intercambio):

– Efecto en Determinante: Multiplica por ´1.

– Efecto en Rango: Invariante.

– Aplicación: Estabilización numérica (pivotación).

• Operación de Fila Tipo II (Escalamiento por λ):

– Efecto en Determinante: Multiplica por λ.

– Efecto en Rango: Invariante (λ ‰ 0).

– Aplicación: Normalización de vectores fila.

• Operación de Fila Tipo III (Suma de filas):

– Efecto en Determinante: Invariante.

– Efecto en Rango: Invariante.

– Aplicación: Eliminación gaussiana y obtención de la forma escalonada.

A continuación, se presenta un cuadro resumen de las propiedades del determinante frente a operaciones
algebraicas comunes:

Operación Propiedad del Determinante
Producto de matrices det(AB) = det(A)det(B)
Inversa de una matriz det(A´1) = 1

det(A)

Transpuesta det(AT ) = det(A)
Adjunta de una matriz det(adj(A)) = (det(A))n´1

Matriz Ortogonal det(Q) = ˘1
Matriz Unitaria |det(U)| = 1
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1.1.7. Profundización en el Teorema de Binet-Cauchy
Un error común es intentar generalizar la propiedad multiplicativa del determinante para matrices no
cuadradas. El Teorema de Binet-Cauchy proporciona la respuesta precisa. Sean A P Mmˆn(K) y
B P Mnˆm(K) con m ă n. El determinante del producto AB (que es una matriz mˆm) viene dado por
la suma de los productos de los determinantes de todas las posibles submatrices cuadradas de orden m
que se pueden extraer de A y B:

det(AB) =
ÿ

1ďj1ăj2ă...ăjmďn

det(Aj1,...,jm)det(Bj1,...,jm)

donde Aj1,...,jm es la submatriz de A formada por las columnas indicadas por los índices, y Bj1,...,jm es la
submatriz de B formada por las filas correspondientes. Si m ą n, entonces det(AB) = 0. Este teorema
es fundamental en la geometría diferencial para entender cómo cambian los elementos de volumen bajo
aplicaciones entre variedades de diferente dimensión.

1.1.8. Interpretación Geométrica y Aplicaciones en Análisis
El determinante de una matriz real nˆn es el volumen orientado del hiperparalelepípedo definido por sus
vectores columna. Esta interpretación no es meramente estética; es la base del Teorema del Cambio de
Variable en el cálculo integral multivariante. Cuando realizamos una transformación de coordenadas
x = g(u), el factor por el que debemos multiplicar el diferencial de volumen es el valor absoluto del
determinante de la matriz jacobiana Jg:

dx = |det(Jg)|du

La anulación del determinante indica una pérdida de dimensionalidad en la transformación, lo que se
traduce matemáticamente en que la matriz es singular (no invertible) y, desde el punto de vista de las
operaciones elementales, que sus filas o columnas son linealmente dependientes.

1.1.9. Hacia la Diagonalización
Esta sección establece los cimientos para el siguiente paso del álgebra matricial: la búsqueda de bases
donde la representación de la transformación sea lo más simple posible. Las operaciones elementales
permiten llevar cualquier matriz a su forma escalonada reducida, pero no alteran la naturaleza intrínseca
de la aplicación lineal. Las propiedades de los determinantes que hemos explorado serán la herramienta
principal para definir el Polinomio Característico p(λ) = det(A ´ λI), cuya resolución nos abrirá
las puertas a los valores y vectores propios, temas que se abordarán en las secciones posteriores de este
capítulo.

En resumen, la maestría en el manejo de matrices y determinantes no reside en la capacidad de realizar
cálculos tediosos, sino en la habilidad de aplicar estas propiedades estructurales para descomponer prob-
lemas complejos, optimizar algoritmos numéricos y comprender la geometría de los espacios vectoriales
de alta dimensión.

1.2. Matriz inversa y rango de una matriz.
La transición desde las operaciones elementales y el cálculo de determinantes hacia la comprensión es-
tructural de las matrices requiere una inmersión profunda en dos de los conceptos más fundamentales
del álgebra lineal multilineal: el rango y la invertibilidad. Estos conceptos no son meras propiedades
aritméticas, sino descriptores intrínsecos de la geometría de las transformaciones lineales que las matrices
representan. Para un postgraduado o profesional, es imperativo entender que el rango define la dimen-
sionalidad de la imagen de un operador, mientras que la inversa representa la capacidad de revertir dicha
transformación sin pérdida de información, preservando la topología del espacio vectorial subyacente.
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1.2.1. El Rango de una Matriz: Una Perspectiva Estructural
El rango de una matriz A P Mmˆn(K), denotado habitualmente como rg(A) o rank(A), es una medida de
la “no degeneración” de la transformación lineal LA : Kn Ñ Km definida por LA(x) = Ax. Técnicamente,
se define como la dimensión del espacio imagen de A, es decir:

rg(A) = dim(Im(A)) = dim(tAx : x P Knu)

Sin embargo, esta definición puede abordarse desde múltiples ángulos equivalentes, cuya coincidencia
constituye uno de los resultados más bellos del álgebra lineal:

• Rango por filas: Es el número máximo de vectores fila linealmente independientes en M1ˆn(K).

• Rango por columnas: Es el número máximo de vectores columna linealmente independientes en
Mmˆ1(K).

• Rango por menores: Es el orden del mayor menor no nulo de la matriz. Un menor de orden k
es el determinante de una submatriz cuadrada de tamaño k ˆ k obtenida al eliminar m´ k filas y
n´ k columnas.

El teorema fundamental del rango establece que el rango por filas siempre es igual al rango por columnas.
Esta simetría implica que, a pesar de que una matriz pueda ser extremadamente asimétrica en sus
dimensiones (por ejemplo, una matriz de 1000 ˆ 2), la libertad de movimiento en el espacio de llegada
está estrictamente limitada por la dimensión del espacio de partida y la redundancia de sus filas o
columnas.

Subespacios fundamentales y el Teorema del Rango-Nulidad

Para profundizar en el rango, debemos considerar los cuatro subespacios fundamentales asociados a una
matriz A:

1. El espacio columna, C(A), cuya dimensión es rg(A).

2. El espacio fila, C(AT ), cuya dimensión es también rg(A).

3. El núcleo o kernel, Null(A) = tx P Kn : Ax = 0u, cuya dimensión se denomina nulidad, v(A).

4. El núcleo izquierdo, Null(AT ) = ty P Km : AT y = 0u, con dimensión m´ rg(A).

La relación entre estos espacios está gobernada por el Teorema del Rango-Nulidad, el cual establece que
para cualquier matriz A P Mmˆn(K):

rg(A) + v(A) = n

Este teorema es crítico en el análisis de sistemas de ecuaciones lineales. Si interpretamos n como los
grados de libertad totales en el dominio, el rango representa los grados de libertad que se preservan en la
imagen, mientras que la nulidad representa los grados de libertad que se “colapsan” al vector cero. En
contextos de ingeniería de señales, esto se traduce directamente en la pérdida de información durante un
proceso de filtrado o transformación.

Propiedades Avanzadas del Rango

El comportamiento del rango bajo operaciones matriciales es fundamental para el análisis de estabilidad
y sensibilidad. Dadas A P Mmˆn y B P Mnˆp:

• Desigualdad de Sylvester: rg(A)+rg(B)´n ď rg(AB) ď min(rg(A), rg(B)). Esta desigualdad
acota la pérdida de rango al encadenar transformaciones lineales.

• Invariancia bajo transformaciones elementales: El rango de una matriz no varía si se mul-
tiplica por la izquierda o por la derecha por matrices invertibles. Esto justifica el uso del método
de Gauss para calcular el rango.

• Propiedad de la transpuesta: rg(A) = rg(AT ) = rg(AH), donde AH es la transpuesta conju-
gada.
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• Rango del producto por la transpuesta: En el cuerpo de los reales, rg(ATA) = rg(AAT ) =
rg(A). Esta propiedad es la piedra angular de las ecuaciones normales en problemas de mínimos
cuadrados.

1.2.2. La Matriz Inversa: Automorfismos y el Grupo Lineal
Dada una matriz cuadrada A P Mn(K), se dice que A es invertible (o regular, o no singular) si existe
una matriz B P Mn(K) tal que:

AB = BA = In

donde In es la matriz identidad de orden n. Si tal B existe, es única y se denota como A´1. La existencia
de la inversa es equivalente a decir que la transformación lineal LA es un isomorfismo (específicamente,
un automorfismo por ser el dominio igual al codominio).

Desde el punto de vista del álgebra de grupos, el conjunto de todas las matrices invertibles de orden
n sobre K forma el Grupo Lineal General, GL(n,K). Este grupo no es conmutativo para n ě 2 y su
estructura es central en la teoría de representaciones y en la geometría diferencial (grupos de Lie).

Condiciones de Invertibilidad

Para un profesional, es vital reconocer las múltiples caras de la invertibilidad. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes para una matriz A de orden n:

1. A es invertible.

2. det(A) ‰ 0.

3. rg(A) = n (la matriz tiene rango pleno).

4. El núcleo de A es trivial: Null(A) = t0u.

5. Las columnas de A forman una base de Kn.

6. El sistema Ax = b tiene una solución única para cada b P Kn.

7. 0 no es un valor propio de A.

La condición det(A) ‰ 0 proporciona una herramienta analítica, pero desde una perspectiva computa-
cional, la cercanía de det(A) a cero no siempre indica que la matriz sea difícil de invertir. En su lugar,
se utiliza el número de condición κ(A) = }A} ¨ }A´1}. Una matriz con un rango “numérico” deficiente
(donde los valores singulares son muy pequeños) presentará inestabilidades extremas en su inversión.

Métodos de Cálculo de la Inversa

Existen dos enfoques principales para el cálculo de A´1, cada uno con aplicaciones distintas:

1. Método de la matriz adjunta (Fórmula de Laplace): La inversa se puede expresar en términos
del determinante y la matriz de adjuntos (cofactores):

A´1 =
1

det(A)adj(A) =
1

det(A) (Cij)
T

donde Cij = (´1)i+jMij y Mij es el menor complementario del elemento aij . Aunque esta fórmula es
teóricamente potente (por ejemplo, para demostrar que las entradas de la inversa son funciones racionales
de las entradas de la matriz original), su coste computacional de O(n!) o O(n4) la hace impracticable
para sistemas grandes.

2. Método de Gauss-Jordan: Se basa en realizar operaciones elementales sobre la matriz extendida
(A|I). Mediante una serie de transformaciones de fila Ek . . . E2E1A = I, se llega a la identidad. La
misma secuencia de operaciones aplicada a la identidad produce la inversa: Ek . . . E2E1I = A´1. Este
método tiene un coste de O(n3) y es el estándar en computación simbólica.
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1.2.3. Propiedades de la Inversión Matricial
La operación de inversión posee una serie de propiedades algebraicas que deben manejarse con precisión:

• Inversa del producto: (AB)´1 = B´1A´1. El orden se invierte, lo cual es una consecuencia
directa de la estructura de grupo.

• Inversa de la transpuesta: (AT )´1 = (A´1)T . La inversión y la transposición conmutan.

• Inversa del producto por escalar: (λA)´1 = 1
λA

´1 para λ ‰ 0.

• Inversa de la inversa: (A´1)´1 = A.

• Determinante de la inversa: det(A´1) = 1
det(A) .

1.2.4. Caso de Estudio y Ejemplo Detallado
Para ilustrar la interconexión entre el rango, la dependencia de parámetros y la invertibilidad, consid-
eremos un sistema físico modelado por una matriz de transferencia dependiente de un parámetro real k.
Este tipo de problemas es común en el análisis de estabilidad de estructuras o en circuitos eléctricos.

Analizaremos la matriz Ak P M3(R) definida como:

Ak =

1 1 k
1 k 1
k 1 1



Ejemplo 1.2. El objetivo es determinar para qué valores de k la matriz es invertible, calcular su rango
en función de k y hallar la inversa para el caso general.

Paso 1: Cálculo del determinante. Utilizamos la regla de Sarrus o el desarrollo por menores:

det(Ak) = 1(k ´ 1) ´ 1(1 ´ k) + k(1 ´ k2)

det(Ak) = k ´ 1 + k ´ 1 + k ´ k3 = ´k3 + 3k ´ 2

Factorizamos el polinomio característico resultante. Observamos que k = 1 es una raíz obvia (´1+3´2 =
0). Dividiendo por (k ´ 1) mediante la regla de Ruffini:

´k3 + 3k ´ 2 = (k ´ 1)(´k2 ´ k + 2)

Factorizando el segundo término:

´k2 ´ k + 2 = ´(k2 + k ´ 2) = ´(k + 2)(k ´ 1)

Por lo tanto:

det(Ak) = ´(k ´ 1)2(k + 2)

Paso 2: Análisis del Rango.

• Caso k ‰ 1 y k ‰ ´2: El det(Ak) ‰ 0. Por lo tanto, rg(Ak) = 3. La matriz es invertible.

• Caso k = 1: La matriz resulta:

A1 =

1 1 1
1 1 1
1 1 1


Claramente, las tres filas son idénticas. El número de filas linealmente independientes es 1. Por lo
tanto, rg(A1) = 1.
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• Caso k = ´2: La matriz resulta:

A´2 =

 1 1 ´2
1 ´2 1

´2 1 1


Sumando todas las filas: (1 + 1 ´ 2, 1 ´ 2 + 1,´2 + 1 + 1) = (0, 0, 0). Esto indica que las filas son
linealmente dependientes. Sin embargo, las dos primeras filas no son proporcionales. Por tanto, el
rango es exactamente rg(A´2) = 2.

Paso 3: Cálculo de la inversa (Caso general). Para k R t1,´2u, calculamos los cofactores Cij :

C11 = k ´ 1, C12 = ´(1 ´ k) = k ´ 1, C13 = 1 ´ k2

C21 = ´(1 ´ k) = k ´ 1, C22 = 1 ´ k2, C23 = ´(1 ´ k) = k ´ 1

C31 = 1 ´ k2, C32 = ´(1 ´ k) = k ´ 1, C33 = k ´ 1

La matriz de cofactores es:

C =

 k ´ 1 k ´ 1 1 ´ k2

k ´ 1 1 ´ k2 k ´ 1
1 ´ k2 k ´ 1 k ´ 1


Dado que C es simétrica, CT = C = adj(Ak).

Finalmente, A´1
k = 1

´(k´1)2(k+2)C. Simplificando términos dividiendo por (k´ 1), obtenemos para cada
entrada:

A´1
k =

´1

(k ´ 1)(k + 2)

 1 1 ´(k + 1)
1 ´(k + 1) 1

´(k + 1) 1 1


1.2.5. Interpretación Geométrica y Aplicaciones en Espacios Duales
El concepto de matriz inversa está íntimamente ligado al concepto de base dual. Si las columnas de A
representan una base B = tv1, v2, . . . , vnu de V, entonces las filas de A´1 representan las coordenadas
de los vectores de la base dual B˚ en la base canónica. Esta relación es fundamental en física teórica,
especialmente en la mecánica de medios continuos y la relatividad general, donde la distinción entre
vectores contravariantes y covariantes se formaliza a través de matrices de cambio de base y sus inversas
(el tensor métrico).

Por otro lado, el rango tiene una interpretación directa en el procesamiento de datos a través de la
Descomposición en Valores Singulares (SVD). En la práctica, muchas matrices tienen “rango completo”
teóricamente, pero sus valores singulares decaen rápidamente. En tales casos, se habla de un rango
efectivo. La aproximación de una matriz de rango n por una de rango r ă n (Teorema de Eckart-Young-
Mirsky) es la base del Análisis de Componentes Principales (PCA) y de las técnicas de compresión de
imágenes y reducción de ruido.

1.2.6. Resumen de la Relación entre Rango e Invertibilidad
A continuación, se presenta un cuadro comparativo que resume las implicaciones del rango sobre la
estructura de la matriz y las soluciones de sistemas lineales asociados:

1.2.7. Consideraciones sobre la Pseudoinversa de Moore-Penrose
Para profesionales que trabajan con sistemas no cuadrados (m ‰ n) o matrices singulares donde el rango
es menor que el orden, el concepto de inversa se generaliza mediante la pseudoinversa de Moore-Penrose,
denotada como A+. Esta matriz es la única que cumple las cuatro condiciones de Penrose:

1. AA+A = A

2. A+AA+ = A+
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Propiedad Matriz de Rango Pleno
(rg(A) = n)

Matriz de Rango Deficiente
(rg(A) ă n)

Invertibilidad Existe A´1 tal que AA´1 = I. No existe A´1 (Matriz singular).

Determinante det(A) ‰ 0. det(A) = 0.

Núcleo (Kernel) Trivial, Null(A) = t0u. No trivial, dim(Null(A)) ě 1.

Transformación Inyectiva y sobreyectiva (Isomor-
fismo).

Colapsa dimensiones (No inyec-
tiva).

Sistemas Ax = b Solución única para cualquier b. Ninguna solución o infinitas solu-
ciones.

Valores Propios Todos los λi ‰ 0. Al menos un valor propio es λ =
0.

3. (AA+)H = AA+

4. (A+A)H = A+A

Si A es invertible, A+ = A´1. Si A tiene rango máximo por columnas, A+ = (AHA)´1AH . Esta
construcción permite encontrar la solución de mínimos cuadrados a sistemas que, de otro modo, no
tendrían solución o tendrían infinitas, proporcionando la solución de norma mínima. La comprensión
de A+ es esencial en el aprendizaje automático (machine learning) para el entrenamiento de regresiones
lineales y redes neuronales.

1.2.8. Conclusión de la sección
El rango y la inversa no son meramente etiquetas algebraicas; son el lenguaje con el que describimos
la viabilidad de los procesos de transformación. El rango nos informa sobre la integridad estructural
del transporte de información, mientras que la inversa nos proporciona el mecanismo de retorno. En
el siguiente tema, utilizaremos estas herramientas para abordar la resolución de sistemas de ecuaciones
lineales, donde el teorema de Rouché-Fröbenius formalizará la relación entre el rango de la matriz de
coeficientes y el rango de la matriz ampliada para dictaminar la existencia de soluciones.

1.3. Valores y vectores propios. Polinomio característico.
La transición desde el estudio de la estructura estática de una matriz —su rango y su invertibilidad—
hacia su comportamiento dinámico como operador lineal constituye uno de los saltos conceptuales más
significativos en el álgebra lineal avanzada. Mientras que el rango nos informa sobre la dimensionalidad
del espacio imagen, la teoría espectral se adentra en la naturaleza intrínseca de la transformación, iden-
tificando aquellas direcciones preferenciales que permanecen invariantes, salvo por un factor de escala,
bajo la acción del operador. Para el postgraduado y el profesional, el estudio de los valores y vectores
propios no es simplemente un ejercicio de resolución de ecuaciones deterministas, sino la piedra angular
para la reducción de la complejidad en sistemas dinámicos, el análisis de estabilidad en ingeniería y la
comprensión profunda de las formas cuadráticas.

1.3.1. Definición y Motivación Geométrica
Sea V un espacio vectorial de dimensión finita n sobre un cuerpo K (típicamente R o C) y sea A P

Mnˆn(K) la matriz que representa un endomorfismo T : V Ñ V en una base determinada. Un escalar
λ P K se denomina valor propio (o autovalor) de A si existe un vector no nulo v P V zt0u tal que se
cumple la ecuación fundamental:

Av = λv

En tal caso, el vector v se denomina vector propio (o autovector) asociado al valor propio λ. La inter-
pretación geométrica es inmediata: la transformación A actúa sobre el vector v simplemente dilatándolo


